Verallgemeinerungen und deren Geltungsbereich

– Ein Beispiel zur Fragwürdigkeit mancher Behauptungen –

=======================================================================================
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Stand: 
Versions-Nummer = 0,7* 
Wortfeld: 
Problemstellung; richtig / falsch; Denkmodell; Formel; Irrtum; Denkfehler; Überraschung; Geltungsbereich; Einsichtigkeit; Komplexität und Reduktion; Fallunterscheidung; Selbsttäuschung; „Verwechslung von Äpfel und Birnen“; ...

Vgl. aus der lokalen kognitiven Nachbarschaft: \Das extra ‚Abgrenzungsgeschehen für die Dinge‘ im »Kognitiven Raum«; \Versiegelung – als solche; \‚Beschreibungsweisen‘ + Paradigmenwechsel; \Logik und „Vernunft“ + ihre Fallstricke; \Der jeweilige Geltungsbereich; \zur ‚Zähl‘-Szene; \Das Mathematische Formelwesen; \zum ‚Behauptungswesen‘; \Gewissheit – als solche; \...

=======================================================================================

Worum es in diesem Beispiel der Puzzlestein-Sammlung gehen soll:
Wer ‚kognitiv hochzoomt’,
setzt sich leicht dem Vorwurf aus, 
er sei ein schrecklicher Vereinfacher.

Aber ohne die Dinge geschickt zu vereinfachen, 
klappt es mit dem Beschreiben der WELT nun einmal nicht. 
Will man durch ‚Zoomen nach kognitiv oben’ 
die allzu vielfältigen Ansichten und allzu breit streuenden Ergebnisse 
(d. h. die normalerweise aufscheinende ‚Vielheit der Dinge und Perspektiven’) 
aktiv, aber knapp zusammenfassen, 
so kommt man an „Vereinfachungen“ grundsätzlich nicht vorbei.

Dabei kommt es automatisch zu gewissen Grobheiten der Aussage. 

Und: 
Es gibt (fast immer) Fälle, wo die dann angesetzte ‚Behauptung’
sooo nicht stimmt.

– [\‚komplex sein‘ – als Merkmal; \zur ‚Vielheit (in) der WELT’; \Das ‚Durchzoombarkeits‘-Paradigma; \Die ‚Behauptung‘ – als solche; \Allerlei ‚Arten von Behauptung‘;\zur ‚<...> an sich‘-Projizierbarkeit der Dinge – als solcher; \abbildungsseits ‚Verlorene Dimensionen‘ + ihre möglichen Folgen; \‚Ausgezeichneter Blickpunkt‘ + Unifizierung; \invariant sein (können); \Der jeweilige Geltungsbereich; \...]

**** Als drastisches Beispiel ****

Wir alle wissen es von Kindheit an:

„ 1 + 1 = 2 “
Stimmt doch? --- Oder etwa nicht?

*****************************

Szenario zur Hinterfragung des Geltungsbereichs des Additionsgesetzes
Stellen Sie sich vor, Sie hätten vor sich zwei Flaschen, eine mit einem Liter Wasser gefüllt und eine mit einem Liter reinen Alkohols. Beide gießen Sie in einem Messgefäß zusammen. 
                                                 Wie viel Liter Gemisch erhalten Sie?
„Dumme Frage! Das weiß doch jeder! ... Eins und eins gibt zwei!“, wird wohl jeder spontan antworten.
Doch messen wir – angesichts all der Ungewissheiten der Welt – diese ‚Behauptung’ einfach nach! 

Oh Schreck: Im Messgefäß finden sich nur 1,93 Liter wieder. Zur Kontrolle messen wir ein zweites Mal. Selbst bei der zehnten Wiederholung – unter Ausschluss aller irgend denkbaren Fehlerquellen – wird es um keinen Kubikzentimeter mehr. Mit aller Gewissheit: Es kommt weniger als die behaupteten 2,0 Liter heraus.

Was ist da los? Ist es uns etwa gelungen, ein altehrwürdiges Gesetz der Mathematik auszuhebeln? 

Wir können uns in dem Versuch nicht mehr damit herausreden, der Rest sei „einfach verdunstet“. Was für einen heimlichen Säufer als Ausrede akzeptabel sein mag, hier stimmt es nicht. Denn wir können sowohl die beiden Ausgangsmengen als auch die Gemischmenge nach oben zu so gut abdecken, dass Verdunstungsphänomene garantiert ausgeschlossen sind. 
                                     Das Ergebnis ist und bleibt: "nur 1,93 Liter".

Nein, ... die Lösung ist viel einfacher: Blöderweise hat sich bei uns ein Denkfehler eingeschlichen!
Unbemerkt haben wir eine der Regelverletzungen begangen, wie sie einem im Wechselspiel zwischen Konkretem und seinen Verallgemeinerungen allzu leicht passieren.

*****

Die Lösung des Paradoxes findet sich bei der Betrachtung desselben Experiments auf einer die Dinge viel höher auflösenden ‚Zoomschale‘. Sie beruht schlicht und einfach auf der Tatsache, dass in den Leer-Räumen, die die vergleichsweise großen Alkoholmoleküle zwischen sich belassen, noch genügend „Platz“ da ist, so dass sich die Wassermoleküle teilweise „darin verstecken“ können.
 
Dieses auf den ersten Blick überraschende Ergebnis wird – ganz ohne Kenntnisse der Chemie – einsichtiger, wenn wir, statt Alkohol und Wasser zu nehmen, an Erbsen und Sand denken. Ein Gemisch von jeweils einem Liter dieser Stoffe füllt nach seiner Durchmischung nur noch einen 1,65-Liter fassenden Topf. Nach Computersimulationen nehmen Erbsen, wenn allseits von anderen Erbsen eingeklemmt, 64% des im Gefäß überhaupt verfügbaren Raumes ein. Mit genügend „Platz“ für eine ziemliche Menge an Sandkörnern dazwischen.
– [\Das ‚Durchzoombarkeits‘-Paradigma für all die Ausschnitte + Dinge der WELT; \...] 
*****

Wo also lag der Denkfehler unserer Behauptung? Ganz einfach: Wir haben "Äpfel mit Birnen" gleichgesetzt, weil beide „Obst“ sind. Und dann – wiederum ohne genauere Prüfung – das Mischergebnis der Zutaten noch einmal als „Obst“ betrachtet.

Das Gesetz „1 + 1 = 2“ gilt natürlich trotzdem weiter. Ganz so, wie wir es erlernt haben. Egal, ob es nun auf Äpfel, Birnen, Schnaps, Liter oder was auch immer angewendet wird. Der Wert der Arithmetik liegt ja gerade darin, dass ihre „Gesetze“ objektneutral sind. 

– [\Formeln + „Das Gleichheitszeichen in ihnen“; \Der ‚Weltausschnitt‘ als solcher – jeweils fest umrissen; \invariant sein – als Merkmal; \...]
*****

Nur heißt eine wichtige Voraussetzung für die Anwendbarkeit dieses Gesetzes, dass rechts und links vom Gleichheitszeichen genau derselbe Objekttyp zu stehen hat. Etwas, was klares Wasser, reiner Alkohol und 50-prozentiger Schnaps ja nicht sind. Physisch werden hier nicht die Liter "addiert", sondern die Stoffe, genauer: all die einzelnen Moleküle werden miteinander "vermischt".
In Fällen, wo die Objekte nicht gleichartig sind, sagt einem die schönste Arith​metik zunächst gar nichts über das – später nachmessbare – Ergebnis der Operation aus. ... 
(Trotzdem kann man bei solchen Denkungenauigkeiten auch mal Glück haben.)
Man könnte ohne weiteres 5 Äpfel und 5 Heidelbeeren korrekt zu 10 Stücken Obst zusammen​zählen. Dann hätte man es aber von vorneherein (rechts und links vom Gleichheitszeichen) mit "Stücken Obst" zu tun. Von 10 Tischgästen bekäme dann die eine Hälfte nicht mal einen Mundvoll ab.

Genauso ändert sich in unserem Experiment nichts an der Anzahl der Wasser- und der Alkohol-Moleküle oder gar an der Zahl der insgesamt beteiligten Atome. Oder der Elektronen, solange kein Strom fließt. Vor und nach dem Zusammenschütten sind diese gleich. Denn auf keiner von all den zu diesem Szenario gehörenden – systematisch ebenso ‚durchzoombaren‘ – Realitätsebenen findet so etwas wie „Fission“ oder „Kernfusion“ statt.

Selbst die Literrechnung kann im Experiment noch messbar stimmen, nämlich dann, wenn wir das natürliche Mischgeschehen künstlich unterbinden, indem wir die beiden Flüssigkeiten übereinander schichten, etwa durch eine dünne undurchlässige Folie getrennt. Und so nur noch die Volumina addieren. Aber sonst: ...! 

*****

Schlussfolgerung und Erinnerung: In den uns so harmlos scheinenden mathematischen Symbolen "+"  und " = " steckt – wie bei manch anderem Symbol und manch anderer ‚Formel‘ – einiges an verdeckten Voraus​setzungen für ihre Anwendbarkeit. Auf die impliziten Voraussetzungen all unserer ‚Behauptungen’, auf ihre kritische Rolle bei ‚Fehlschlüssen‘, bei ‚Paradoxien‘ und auf das allfällige „Die Probe machen" werde ich an anderer Stelle immer wieder eingehen. ...
– [\„Mathematische Formeln“ – als Wissensträgertyp; \paradox sein / paradox zu sein scheinen; \zur ‚Möbiusschen Verdrehbarkeit der Dinge‘ im Kognitiven Raum; \‚Rütteltests im Kognitiven Raum’; \Phänomen: „Fehlinterpretation“; \...]
*****
Die korrekte Version der mathematischen Behauptung lautet also:

1 Stück "Etwas" + 1 Stück an "gleichartigem Etwas" 
=     (ergeben zusammen) 
2 Stücke des "gleichartigen Etwas".

Dabei setzt das jeweilige „Etwas“ methodisch immerzu voraus, dass es in einem vorausgegangenen kognitiven Arbeitsschritt eigens ‚umrahmt’ und eindeutig ‚abgegrenzt’ wurde. Andernfalls brauchen wir mit der Addition gar nicht erst anzufangen.
– [\zum extra ‚Abgrenzungsgeschehen der Dinge‘ im Kognitiven Raum + dessen Problemen; \Rahmen – als solche; \Rahmenarbeit – als solche; \Der – jeweils fest umrissene – ‚Weltausschnitt‘; \zur ‚Versiegelbarkeit + Versiegelung der Dinge‘ im Kognitiven Raum; \...]
*****

Die Behauptung „1 + 1 = 2“ gilt nur dann, wenn die entsprechenden ‚Umrahmungen‘ hinterher nebeneinander, aufeinander oder nacheinander zu liegen kommen. Nicht aber, wenn sie sich gegenseitig durchdringen. ...
Das " + "-Zeichen gilt dabei ausschließlich im Sinne von „zu einer bestehenden Menge hinzufügen" und das " = "-Zeichen im Sinne von "ergibt gemeinsam betrachtet" (im Gegensatz etwa zu der Bedeutung "ersetzt den bisherigen Zelleninhalt", so wie es bei den Programmiersprachen der Fall ist).
– [\Formel – "Gleichheitszeichen"; \...]
*****

N. B.: Die gesamte ‚Zähl‘-Szene, die ‚Mess‘-Szene und die ‚Rechen‘-Szene mit ihren ganz spezifischen ihren eigenen ‚Diskursraum‘ aufspannenden Dimensionen und Methoden sind zunächst nur Konstrukte im ‚Abbildungsseitigen‘. Als solche sind sie aber dennoch Ansammlungen bzw. Aufgreifungen von – originalseits – längst existierenden ‚Wissbarkeiten‘ und ‚Machbarkeiten‘ mit eigenen Gesetzmäßigkeiten. Etwa denen der Mathematik, der Logik und der Messtechnik. ... 
– [\als Grundunterscheidung: „Das Originalseitige“ versus „Das Abbildungsseitige“; \Grafik: „originalseitig sein“ versus „abbildungsseitig sein“; \Wie-kam <xy> überhaupt in die WELT?; \Mengen + Mengenlehre; \zur ‚Methoden‘-Flanke des »Referenzideals der Abbildung der WELT«; \Szenario „Kunstakademie“; \‚wissbar sein‘ – als originalseitiges Merkmal; \„machbar sein“ (oder nicht) – als Merkmal; \...]

*****

Noch so ein Beispiel:

· „ 3 + 4 = 5 “
Als Errechnung der Gesamtstrafe (nach deutschem Recht): 
„Wegen seiner Beteiligung an der Planung und dem Bau einer Giftgasfabrik in L. wurde <...> zu einer Gesamtstrafe von 5 Jahren verurteilt. Diese Gesamtstrafe setzt sich zusammen aus zwei Einzelstrafen: Drei Jahre verhängten die Richter für den Verstoß gegen das Außenwirtschaftsgesetz, vier Jahre für Steuerhinterziehung. Aus diesen beiden Einzelstrafen musste das Gericht gemäß § 54 Strafgesetzbuch die Gesamtstrafe bilden.“
*****

Man kann daher nicht immer und überall seine Worte auf die Goldwaage legen – selbst vor gewieften Kritikastern nicht. Die Vorstellungen von der gerade noch zulässigen Unexaktheit sind jedoch, je nach Situation und beim Fachmann bzw. Laien, recht unterschiedlich. Ohne stillschweigende Berufung auf das „gemeinsame Verständnis“ und eine gewisse „Großzügigkeit im Detail“ funktioniert ‚Kommunikation‘ nur selten. ...
– [\zum ‚Behauptungswesen‘; \zum ‚Nadelöhr des Sekunden-Denkens‘; \zum Kognitiven Prozesstyp: „Kommunikation“; \sequentiell geschehen – hier: Der Sprachfluss; \„Bedeutung“, „Sinn“ + „Sinngebung“; \„verstehen“ – als kognitive Leistung; \Gewissheit + \Geltungsbereiche – als solche; \...]
*****
Beispiel: „Drei Heuhaufen und acht Heuhaufen werden zusammengefahren. Wie viele Heuhaufen gibt das?“ ...
*****
„Aus fremder Feder“ – das Gleiche an Warnung:

„Konrad Lorenz hat darauf aufmerksam gemacht, dass selbst die triviale Feststellung, 2 mal 2 sei gleich 4, eine Abstraktion darstellt. Die simple Gleichung hat in der Realität keine Entsprechung. Strenggenommen gilt sie nur im Reich der reinen Zahl, wo allein es wirklich identische Einheiten gibt. In der Welt der realen Objekte dagegen vergewaltigt sie in ihrer verallgemeinernden Aussage deren stets vorhandene Individualität.“ – [H. v. Ditfurth: „Apfelbäumchen“, S. 352]
– [\als Grundunterscheidung: „Das Originalseitige“ versus „Das Abbildungsseitige“; \zur ‚<...> an sich‘-Projizierbarkeit der Dinge + ihren Fallstricken; \...; \...] 

************
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{Platzhalter für allerlei Puzzlesteinmaterial und 
- wegen bislang allzu niedriger Betaversions-Nummer -
 von mir hier ausgeblendete Analysen und Argumente}

„Entsprechende Textpassagen und Verzapfungen ausgespart“

*****

Wenn es wirklich darauf ankommt (in der Raumfahrt etwa; beim Krisenmanagement; bei der Konflikt-Lösung; bei Unifizierungsaufgaben; ...), funktionieren die Dinge aber nun einmal nicht anders als „strikt und hochexakt“. 

--> 
Erforderlich ist dann eine gesonderte Methodik für allerlei an ‚Rütteltests’ und für eine systematische Fehlersuche. Daraus folgt im Fällen von Entscheidungen mit hoher Ergebniskritikalität zwangsläufig ein ganz anderer Stil der Arbeit und Argumentation: Eine der Ursachen dafür, dass Wissenschaftliches und Technisches dem Laien immer so „umständlich“ und oft "unverständlich" erscheint.
– [\zum Allerlei der Methoden; \Unfälle / Pannen – „TV-Sat 1“; \‚Rütteltests im Kognitiven Raum’; \...]

*****

§...§
*****
Weiterungen zum Thema: 
„Verallgemeinerung und Geltungsbereich“
· Übung: Suche nach ähnlichen Fällen, wo ein logisch oder mathematisch korrekt ermitteltes Ergebnis in der Wirklichkeit objektiv (und nachweislich) falsch ist! Allein deswegen falsch, weil der ‚Geltungsbereich‘ des abbildungsseits angesetzten Denkmodells bzw. der verwendeten ‚Formel‘ nicht genau genug mit dem Charakter des anstehenden Problems übereinstimmt. ...
– [\als Grundunterscheidung: „Das Originalseitige“ versus „Das Abbildungsseitige“; \Geltungsbereiche – als solche; \‚Explikationismus‘ – als solcher; \zum Problemlösungsprozess; \...; \...]
· Übung: Vergleiche die einzelnen ‚Kognitiven Prozesstypen’ und deren – jeweilige – Mindestansprüche an die Richtigkeit bei den an ihnen beteiligten ‚Behauptungen’!
– [\Die Palette der ‚Kognitiven Prozesstypen’ – \Grafikentwurf dazu: „Lebensbaum – Kognitionsprozess“; \allerlei ‚Arten von Behauptung‘; \...]
· Phänomen: Das Streben nach "Synergie-Effekten" – mit dem Wunsch-Ergebnis: „1 + 1 > 2“.
– [\Aufwand – Wirkleistung – jeweilige ‚Reibungsverluste‘; \Optimierung – als solche; \...]
· N. B.: Der große Unterschied zwischen der klassischen Vorstellung von der Materie und der Quantenmechanik liegt darin, dass in der Quantenphysik „ 1 + 1 „ eben nicht „ = 2 „ ist: 
„Welle + Welle“ kann dort – in Interferenz – sogar zur gegenseitigen „Auslöschung“ führen. Schlimmer noch: „Atom + Atom“ ergibt manchmal sogar „Vakuum“ (im Bose-Einstein-Kondensat etwa). ...
– [\zum „Vakuum“ – im klassischen + im kognitiven Raum; \zur Quantentheorie; \...]
· ...
*****

In eigener Sache:

· Auch in der »Kognik« gelten „Selbstverständlichkeiten“ wie: „ 1 + 1 = 2 “ nur unter den richtigen Umständen. Wie weit diese in der jeweils fraglichen Situation gegeben sind und bei deren konkreten ‚Behauptungen’ immer noch zutreffen, muss immer erst in ‚Rütteltests’ überprüft werde. 
– Sofern es einem um volle ‚Originaltreue’ geht. ...
– [\zum ‚Behauptungswesen‘; \Systemanalyse – als solche; \‚Originaltreue‘ – als solche; \Interpretation + Fehlinterpretierbarkeit – \Grafik: „Massenhaft ‚Platz da‘ für Fehlinterpretationen“; \Geltungsbereiche – als solche; \‚Rütteltests im Kognitiven Raum’; \...]
· Was oben einsichtig, richtig und beachtenswert scheint, würde im Alltag oft in Haarspalterei ausarten. Wollte man in jedem Augenblick zu allem Gesagten und jedem gerade Gemeinten immer ausdrücklich den ‚Korrekten Geltungsbereich’ mit angeben oder – auch nur in Gedanken – jede fremde ‚Behauptung’ derart komplett überprüfen, unser eigener ‚Kognitiver Apparat’ wäre leistungsmäßig überfordert: Das simpelste Buch würde wegen zusätzlicher Fußnoten und Fußnoten zu Fußnoten in seinem Umfang explodieren, Zeitungen wären unlesbar, Small Talk vor lauter Streit oder Klauseln unmöglich. Beim Weiterstricken am eigenen ‚Kognitiven Lebensfilm’ liefe einem ständig die Zeit davon. Für ein Denken in Großen Zusammenhängen bliebe da kein Raum mehr. ...
– [\allerlei ‚Arten von Kognitivem Apparat‘; \Der ‚Kognitive Lebensfilm des Individuums‘; \...; \...]
· N. B.: Die einzelnen ‚Auflösungsgrade’ der Dinge sind untereinander so unterschiedlich, wie es „Äpfel und Birnen“ sind. Manches an Gleichsetzung ist auch bei ihnen in den Ergebnissen falsch, vorgehensmäßig verboten oder methodisch misslungen. ...
– [\zum ‚Auflösungsgrad der Dinge‘ – als der ‚Ersten Dimension der Welt‘ + \Die ‚Palette der Zoomphänomene‘; \falsch<...>; \Fehler<...>; \Paradebeispiel: „Fugk the World“; \‚So als ob‘-Paradigmen – ihr Nutzen + ihre Fallstricke; \...]
· ...

� Genauer: §Beides sind zwar „polare“ Substanzen und sollten sich daher bei Mischung miteinander gut vertragen. Über das reine Nebeneinander des Vermischens hinaus wirken hier jedoch noch sogenannte „Hydratisierungskräfte“ / „Wasserstoffbrücken“. --- Neuesten Erkenntnissen zufolge: „Wassermoleküle sind im Alkohol nicht einzeln gelöst; sie bilden vielmehr kleine Ketten“.§


� Noch so ein Beispiel: „Albert leiht sich von Bettina und Carlo je 500 € und kauft sich von der Summe einen Hausroboter. Weil er geschickt verhandelt, braucht er dafür jedoch nur 850 € zu zahlen. Also gibt er Bettina und Carlo je 50 € zurück und behält vorerst die restlichen 50 € für sich. Für den Fall der Fälle. Seine Schulden betragen jetzt noch je 450 €, also insgesamt 900 €. Zusammen mit dem von ihm zurückgehaltenen Betrag von 50 € macht das in der Summe 950 €! --- Wo bleibt dabei der Rest zu den ursprünglich 1000 €?“�– [\� HYPERLINK "was_waere_wenn.doc" ��Was wäre los, wenn – <bei extrem anderen Beträgen>?�; \� HYPERLINK "../defion/f_fragen.doc" ��Phänomen: „Falsch stellbare Fragen“�; \...] 


{Die Lösung des Paradoxes steht in dieser *.doc-Datei in Form von „Ausgeblendetem Text“: Bitte Ein- und Ausblenden mit Hilfe der π-Ikone von WORD oder per „STRG + *“ oder per „Steuerzeichen anzeigen“!}�--- Lösung: Wo überall ist nach den Transaktionen „Bargeld“?: 850 € beim Verkäufer des Roboters + je 50 € bei Albert, Bettina und Carlo: In der Summe sind das glatte 1000 €. Wo überall sind nach den Transaktionen Darlehen?: Je 500 € bei Bettina und Carlo (die jetzt aber zusätzlich das soeben schon berücksichtigte Bargeld im Wert von je 50 € besitzen). Macht zusammen wiederum 1000 €. --- In der zweiten Rechnungsweise bleiben „Äpfel“ und „Birnen“ sauber getrennt.
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